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09 AMORTISSEMENT LANDAU
C. MOUHOT AND C. VILLANI
Re´sume´. Dans cette note nous pre´sentons les principaux re´sultats du re´cent tra-
vail [14], ou` le phe´nome`ne d’amortissement Landau est pour la premie`re fois e´tabli
dans un contexte non line´aire.
Abstract. In this note we present the main results from the recent work [14],
which for the first time establish Landau damping in a nonlinear context.
Mots-cle´s. amortissement Landau ; physique des plasmas ; astrophysique ; e´quation
de Vlasov–Poisson.
1. Introduction
Le « mode`le standard » de la physique des plasmas classique est l’e´quation de
Vlasov–Poisson–Landau [9, 18], ici e´crite avec des conditions aux limites pe´riodiques
et en unite´s adimensionne´es :
(1)
∂f
∂t
+ v · ∇xf + F [f ] · ∇vf =
log Λ
2πΛ
QL(f, f),
ou` f = f(t, x, v) est la fonction de distribution des e´lectrons (t ≥ 0, v ∈ R3,
x ∈ T3 = R3/Z3),
(2) F [f ](t, x) = −
∫∫
∇W (x− y) f(t, y, w) dwdy
est la force auto-induite, W (x) = 1/|x| est le potentiel d’interaction coulombien, et
QL est l’ope´rateur de collision de Landau, de´crit par exemple dans [10] ou [17]. Le
parame`tre Λ est tre`s grand, variant typiquement entre 102 et 1030.
Sur de tre`s grandes e´chelles de temps (disons O(Λ/ logΛ)), les phe´nome`nes dissipa-
tifs jouent un roˆle non ne´gligeable, et l’augmentation de l’entropie est suppose´e forcer
la convergence (lente) vers une maxwellienne. Graˆce aux progre`s re´cents sur l’hy-
pocoercivite´, ce me´canisme est maintenant assez bien compris mathe´matiquement
parlant, de`s que l’on dispose d’estimations de re´gularite´ globale (voir [16] et les
re´fe´rences incluses).
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Dix ans apre`s avoir mis au point ce sce´nario collisionnel, Landau [9] formulait une
pre´diction beaucoup plus subtile : la stabilite´ d’un e´quilibre homoge`ne ve´rifiant cer-
taines conditions — par exemple fonction radiale de la vitesse v, mais pas force´ment
gaussienne — sur des e´chelles de temps beaucoup plus courtes (disons O(1)), par le
jeu de me´canismes purement conservatifs. Ce phe´nome`ne, appele´ amortissement
Landau, est une proprie´te´ de l’e´quation (non collisionnelle !) de Vlasov, obtenue en
posant Λ = ∞ dans (1). La de´couverte de Landau fut juge´e “stupe´fiante” par ses
contemporains ; c’est maintenant l’une des bases the´orique de la physique classique
des plasmas (parmi un tre`s grand nombre de re´fe´rences citons [1, 10]). Des effets
d’amortissement similaires ont e´te´ pre´dits en astrophysique [11], mais aussi dans
d’autres domaines de la physique.
L’amortissement Landau est compris depuis longtemps au niveau de l’e´quation
line´arise´e [2, 4, 6, 7, 13, 15]. Cependant, il y a de´ja` cinquante ans de cela, dans le
premier volume du Journal of Mathematical Physics, Backus [2] notait que l’e´chelle
de temps de la line´arisation est parfois bien plus courte que l’e´chelle de temps de
l’amortissement Landau, et exprimait des doutes sur la pertinence de l’approche par
line´arisation. Son objection n’a jamais e´te´ re´fute´e, car les difficulte´es conceptuelles
et techniques associe´es a` l’e´quation non line´aire ont se´ve`rement limite´ les re´sultats
obtenus dans ce cadre : dans [3, 8] on prouve seulement l’existence de certaines
solutions amorties.
Nous comblons cette lacune dans un travail re´cent [14], dont nous de´crivons main-
tenant le re´sultat principal.
2. Re´sultat principal
Si f est une fonction de´finie sur Td × Rd, on note, pour k ∈ Zd, η ∈ Rd,
f̂(k, v) =
∫
Td
f(x, v) e−2iπk·x dx, f˜(k, η) =
∫∫
Td×Rd
f(x, v) e−2iπk·x e−2iπη·v dv dx.
On pose en outre
(3) ‖f‖λ,µ,β = sup
k,η
(
|f˜(k, η)| e2πλ|η| e2πµ|k|
)
+
∫∫
Td×Rd
|f(x, v)| e2πβ|v| dv dx.
The´ore`me 1 (amortissement Landau non line´aire pour interactions ge´ne´rales).
Soient d ≥ 1, et f 0 : Rd → R+ un profil de vitesses analytique. Soit W : T
d → R un
potentiel d’interaction. Pour k ∈ Zd, ξ ∈ C, on pose
L(k, ξ) = −4π2 Ŵ (k)
∫ ∞
0
e2π|k|ξ
∗t |f˜ 0(kt)| |k|2 t dt.
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On suppose qu’il existe λ > 0 tel que
(4) sup
η∈Rd
|f˜ 0(η)| e2πλ|η| ≤ C0,
∑
n∈Nd
λn
n!
‖∇nvf
0‖L1(dv) ≤ C0,
(5) inf
k∈Zd
inf
0≤ℜ ξ <λ
∣∣L(k, ξ)− 1∣∣ ≥ κ > 0,
(6) ∃ γ ≥ 1; ∀ k ∈ Zd; |Ŵ (k)| ≤
CW
|k|1+γ
.
Alors de`s que 0 < λ′ < λ, 0 < µ′ < µ, β > 0, r ∈ N, il existe ε > 0 et C > 0,
de´pendant seulement de d, γ, λ, λ′, µ, µ′, C0, κ, CW , β, r tels que, si fi ≥ 0 ve´rifie
(7) δ := ‖fi − f
0‖λ,µ,β ≤ ε,
alors l’unique solution de l’e´quation de Vlasov non line´aire
(8)
∂f
∂t
+v ·∇xf+F [f ]·∇vf = 0, F [f ](t, x) = −
∫
∇W (x−y) f(t, y, w) dwdy,
de´finie pour tous les temps et telle que f(0, · ) = fi, ve´rifie
(9)
∥∥ρ(t, · )− ρ∞∥∥Cr(Td) ≤ C δ e−2πλ′|t|,
ou` ρ(t, x) =
∫
f(t, x, v) dv, ρ∞ =
∫∫
fi(x, v) dv dx. En outre il existe des profils
analytiques f+∞(v), f−∞(v) tels que
f(t, · )
t→±∞
−−−−→ f±∞ faiblement∫
f(t, x, · ) dx
t→±∞
−−−−→ f±∞ fortement (dans C
r(Rdv)),
ces convergences e´tant e´galement en O(δ e−2πλ
′|t|).
Ce the´ore`me, entie`rement constructif, est presque optimal comme le montrent les
commentaires qui suivent.
Commentaires sur les hypothe`ses : Les conditions aux limites pe´riodiques
sont bien suˆr contestables ; cependant, au vu des contre-exemples de Glassey et
Schaeffer [5], un me´canisme de confinement — ou tout au moins de limitation des
longueurs d’onde spatiales — est indispensable. La condition (4) exprime quan-
titativement l’analyticite´ du profil f 0, sans laquelle on ne peut espe´rer avoir de
convergence exponentielle. L’ine´galite´ (5) est une condition de stabilite´ line´aire, es-
sentiellement optimale, qui couvre les cas physiquement inte´ressants : l’interaction
de Newton aux longueurs d’onde infe´rieures a` la longueur d’instabilite´ de Jeans, et
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l’interaction coulombienne pour toutes les longueurs d’ondes autour de profils f 0
radialement syme´triques en dimension supe´rieure ou e´gale a` 3. La condition (6) en
revanche n’intervient que dans la stabilite´ non line´aire, elle inclue les interactions de
Coulomb ou Newton dans le cas limite γ = 1. Quant a` la condition (7), son caracte`re
perturbatif est naturel au vu des spe´culations the´oriques et des e´tudes nume´riques
sur le sujet.
Commentaires sur les conclusions
(1) La convergence en temps grand est base´e sur un me´canisme re´versible, pu-
rement de´terministe, sans fonctionnelle de Lyapunov ni interpre´tation varia-
tionnelle. Les profils asymptotiques f±∞ gardent d’ailleurs la me´moire de la
donne´e initiale et de l’interaction. Cette convergence « sans raison d’eˆtre »
n’e´tait pas vraiment attendue, puisque la the´orie quasiline´aire de l’amortis-
sement Landau [1, Vol. II, Section 9.1.2] ne pre´dit la convergence qu’apre`s
une prise de moyenne sur des ensembles statistiques.
(2) On peut interpre´ter ce re´sultat dans l’esprit du the´ore`me KAM : pour l’e´quation
de Vlasov line´aire, la convergence est force´e par une infinite´ de lois de conser-
vation qui rendent le mode`le « comple`tement inte´grable » ; de`s que l’on ajoute
un couplage non line´aire, les lois de conservation disparaissent mais la conver-
gence demeure.
(3) E´tant donne´ un e´quilibre stable f 0, un voisinage entier — en topologie ana-
lytique — de f 0 est rempli par des trajectoires homoclines ou (en ge´ne´ral)
he´te´roclines. C’est la dimension infinie qui permet ce comportement remar-
quable de l’e´quation de Vlasov non line´aire.
(4) La convergence en temps grand de la fonction de distribution n’a lieu qu’au
sens faible ; les normes des de´rive´es en vitesse croissent tre`s vite en temps
grand, ce qui traduit une filamentation dans l’espace des phases, et un trans-
fert d’e´nergie (ou d’information) des basses vers les hautes fre´quences (« tur-
bulence faible »).
(5) C’est ce me´canisme de transfert d’information aux petites e´chelles qui permet
de re´concilier la re´versibilite´ de l’e´quation de Vlasov–Poisson avec l’apparente
irre´versibilite´ de l’amortissement Landau. Notons que le me´canisme « dual »
de transfert d’e´nergie vers les grandes e´chelles, aussi appele´ radiation, a e´te´
largement e´tudie´ dans le cadre des syste`mes hamiltoniens de dimension infi-
nie.
On trouvera davantage de commentaires, aussi bien mathe´matiques que physiques,
dans [14].
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3. Stabilite´ line´aire
La stabilite´ line´aire est la premie`re e´tape de notre e´tude ; elle ne demande qu’un
investissement technique assez re´duit.
Line´arise´e autour d’un e´quilibre homoge`ne f 0(v), l’e´quation de Vlasov devient
(10)
∂h
∂t
+ v · ∇xh− (∇W ∗ ρ) · ∇vf
0 = 0, ρ =
∫
h dv.
Il est bien connu que cette e´quation se de´couple en une infinite´ d’e´quations inde´pendantes
re´gissant l’e´volution des modes de ρ : pour tout k ∈ Zd et tout t ≥ 0,
(11) ρ̂(t, k)−
∫ t
0
K0(t− τ, k) ρ̂(τ, k) dτ = h˜i(k, kt),
ou` hi est la donne´e initiale, et K
0 un noyau inte´gral qui de´pend de f 0 :
(12) K0(t, k) = −4π2 Ŵ (k) f˜ 0(kt) |k|2 t.
On de´duit alors de re´sultats classiques sur les e´quations de Volterra que pour tout
k 6= 0 la de´croissance de ρ̂(t, k) quand t → +∞ est essentiellement controˆle´e par le
pire de deux taux de convergence :
• le taux de convergence du terme source au membre de droite de (11), qui ne
de´pend que de la re´gularite´ de la donne´e initiale dans la variable de vitesse ;
• e−λt, ou` λ est le plus grand re´el positif tel que la transforme´e de Fourier–
Laplace (dans la variable t) de K0 ne s’approche pas de 1 dans la bande complexe
{0 ≤ ℜz ≤ λ}.
Le proble`me consiste donc a` trouver des conditions suffisantes sur f 0 pour garantir
la stricte positivite´ de λ. Depuis Landau, cette e´tude est traditionnellement re´alise´e
graˆce a` la formule d’inversion de la transforme´e de Laplace ; cependant, dans la
perspective de l’e´tude non line´aire, nous lui pre´fe´rons une approche plus e´le´mentaire
et constructive, base´e sur la simple formule d’inversion de Fourier.
On montre ainsi l’amortissement Landau line´aire, sous les conditions (5) et (4),
pour n’importe quelle interactionW telle que ∇W ∈ L1(Td), et pour toute condition
initiale analytique (sans restriction de taille dans ce contexte line´aire). On retrouve
comme cas particulier tous les re´sultats pre´ce´demment connus sur l’amortissement
Landau line´aire [4, 13, 15] ; mais on couvre e´galement l’interaction newtonienne. En
effet, la condition (5) est ve´rifie´e de`s que l’une ou l’autre des conditions suivantes
est vraie :
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(a) ∀ k ∈ Zd, ∀ z ∈ R, Ŵ (k) ≥ 0, z φ′k(z) ≤ 0, ou` φk est la « marginale » de f
0
selon la direction k, de´finie par
φk(z) =
∫
kz
|k|
+k⊥
f 0(w) dw, z ∈ R ;
(b) 4π2
(
max |Ŵ (k)|
)(
sup
|σ|=1
∫ ∞
0
|f˜ 0(rσ)| r dr
)
< 1.
Cette dernie`re condition couvre l’interaction de Newton en-dec¸a` de la longueur de
Jeans. On renvoie a` [14, Section 3] pour plus de de´tails.
4. Stabilite´ non line´aire
Pour traiter la stabilite´ non line´aire, nous commenc¸ons par introduire des normes
analytiques « hybrides » (base´es sur la taille des de´rive´es successives dans la va-
riable de vitesse, et sur la taille des coefficients de Fourier dans la variable de position)
et « glissantes » (la norme utilise´e changera au cours du temps pour tenir compte
des transferts dans l’espace des phases). Cinq indices permettent d’obtenir toute la
souplesse ne´cessaire :
(13) ‖f‖
Z
λ,(µ,γ);p
τ
=
∑
k∈Zd
∑
n∈Nd
e2πµ|k| (1 + |k|)γ
λn
n!
∥∥∥(∇v + 2iπτk)nf̂(k, v)∥∥∥
Lp(dv)
.
(Par de´faut γ = 0.) Un the´ore`me fastidieux d’injection « a` la Sobolev » compare ces
normes a` d’autres plus traditionnelles, telles que les normes ‖f‖λ,µ,β de (3).
Les normes Z posse`dent des proprie´te´s remarquables vis-a`-vis de la composition
et du produit. Le parame`tre τ permet de compenser, dans une certaine mesure, la
filamentation. Enfin le caracte`re hybride est bien adapte´ a` la ge´ome´trie du proble`me.
Si f ne de´pend que de x, la norme (13) co¨ıncide avec la norme d’algb`ere Fλτ+µ,γ
de´finie par
(14) ‖f‖Fλτ+µ,γ =
∑
k∈Zd
|f̂(k)| e2π(λτ+µ)|k| (1 + |k|)γ.
(Nous utilisons e´galement la version « homoge`ne » F˙λτ+µ,γ lorsque l’on n’inclut le
mode k = 0 dans la somme.)
L’e´quation de Vlasov est re´solue par un sche´ma de Newton dont la premie`re
e´tape est la solution du line´arise´ autour de f 0 :
fn = f 0 + h1 + . . .+ hn,
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∂th
1 + v · ∇xh
1 + F [h1] · ∇vf
0 = 0
h1(0, · ) = fi − f
0
n ≥ 1,
{
∂th
n+1 + v · ∇xh
n+1 + F [fn] · ∇vh
n+1 + F [hn+1] · ∇vf
n = −F [hn] · ∇vh
n
hn+1(0, · ) = 0.
Dans un premier temps, on e´tablit la re´gularite´ analytique en temps petit des
hn(τ, · ) en norme Z
λ,(µ,γ);1
τ ; cette e´tape, dans l’esprit d’un the´ore`me de Cauchy–
Kowalevskaya, est re´alise´e graˆce a` l’identite´
(15)
d
dt
+
∣∣∣∣
t=τ
‖f‖
Z
λ(t),µ(t);p
τ
≤ −
K
1 + τ
‖∇f‖
Z
λ(τ),µ(τ);p
τ
,
ou` λ(t) = λ−Kt, µ(t) = µ−Kt.
Dans un deuxie`me temps, on e´tablit des estimations uniformes en temps sur
chaque hn, cette fois par une me´thode partiellement eule´rienne et partiellement la-
grangienne, en inte´grant l’e´quation le long des caracte´ristiques (Xnτ,t, V
n
τ,t) cre´es par la
force F [fn]. (Ici τ est le temps initial, t le temps courant, (x, v) les conditions initiales,
(Xn, V n) l’e´tat courant.) La re´gularite´ de ces caracte´ristiques est exprime´e par des
controˆles en norme hybride sur les ope´rateurs Ωnt,τ (x, v) = (X
n
t,τ , V
n
t,τ )(x+v(t−τ), v),
qui comparent la dynamique perturbe´e a` la dynamique libre, informellement appele´s
ope´rateurs de scattering (en temps fini).
On propage alors un certain nombre d’estimations a` travers le sche´ma, les plus
importantes e´tant (en simplifiant le´ge`rement)
(16) sup
τ≥0
∥∥∥∥∫
Rd
hn
(
τ, · , v
)
dv
∥∥∥∥
Fλnτ+µn
≤ δn,
(17) sup
t≥τ≥0
∥∥∥hn(τ,Ωnt,τ)∥∥∥
Z
λn(1+b),µn;1
τ− bt
1+b
≤ δn, b = b(t) =
B
1 + t
(18)
∥∥∥Ωnt,τ − Id ∥∥∥
Z
λn(1+b),(µn,γ);∞
τ− bt
1+b
≤ C
(
n∑
k=1
δk e
−2π(λk−λn+1)τ
2π(λk − λn+1)2
)
min{t− τ ; 1}.
On note, dans (16), l’augmentation line´aire de la re´gularite´ de la densite´ spatiale,
qui fait contrepoids a` la de´te´rioration de re´gularite´ dans la variable de vitesse. Dans
(17), le le´ger de´calage des indices par la fonction b(t) sera crucial pour absorber les
termes d’erreur provenant de la composition ; la constante B est elle-meˆme choisie
en fonction des estimations en temps petit re´alise´es pre´ce´demment. Enfin, dans (18),
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remarquons le controˆle uniforme en t, et l’ame´lioration des estime´es dans les deux
re´gimes asymptotiques t → τ et τ → ∞ ; ceci e´galement est important pour la
gestion des termes d’erreur. Les constantes λn et µn de´croissent a` chaque e´tape du
sche´ma, convergeant — pas trop rapidement — vers des limites λ∞, µ∞ positives ;
dans le meˆme temps, les constantes δn convergent extreˆmement vite vers 0, ce qui
garantit « par re´troaction » l’uniformite´ des constantes du membre de droite de (18).
Les estimations (18) sont obtenues par des applications re´pe´te´es de the´ore`mes
de point fixe en normes analytiques. Un autre ingre´dient essentiel pour passer de
l’e´tape n a` l’e´tape n+1 est le me´canisme d’extorsion de re´gularite´, que nous allons
de´crire dans une version simplifie´e. E´tant donne´es deux fonctions de distribution f
et f , de´pendant de t, x, v, de´finissons
σ(t, x) =
∫ t
0
∫
Rd
(
F [f ] · ∇vf
)(
τ, x− v(t− τ), v
)
dv dτ.
L’interpre´tation de σ est comme suit : si les particules distribue´es selon f exercent
une force sur des particules distribue´es selon f , alors σ est la variation de densite´∫
f dv cause´e par la re´action de f sur f . Nous montrons que si f a une re´gularite´
glissante e´leve´e, alors la re´gularite´ de σ en temps grand est meilleure que ce que l’on
attendrait :
(19) ‖σ(t, · )‖F˙λt+µ ≤
∫ t
0
K(t, τ)
∥∥F [f(τ, · )]∥∥
Fλτ+µ,γ
dτ,
ou`
K(t, τ) =
[
sup
0≤s≤t
(∥∥∇vf(s, · )∥∥Zλ,µ;1s
1 + s
)]
(1+τ) sup
k 6=0, ℓ 6=0
e−2π(λ−λ)|k(t−τ)+ℓτ | e−2π(µ−µ)|ℓ|
1 + |k − ℓ|γ
.
Le noyau K(t, τ) est d’inte´grale O(t) quand t → ∞, ce qui laisse craindre une in-
stabilite´ violente ; mais au fur et a` mesure que t augmente, il est e´galement de plus
en plus concentre´ sur des temps discrets τ = kt/(k − ℓ) ; c’est la manifestation des
e´chos plasmas, de´couverts et observe´s expe´rimentalement dans les anne´es soixante
[12]. Le roˆle stabilisant du phe´nome`ne d’e´cho, en relation avec l’amortissement Lan-
dau, est mis a` jour dans notre e´tude. Le me´canisme d’extorsion de re´gularite´ e´claire
d’un jour nouveau l’interpre´tation qualitative populaire de l’amortissement Landau
comme un transfert d’e´nergie d’onde vers particule.
On analyse alors la re´ponse non line´aire due aux e´chos. Lorsque γ > 11 on peut
montrer que cette re´ponse est sous-exponentielle, de sorte que l’on peut la controˆler
par une tre`s le´ge`re perte de re´gularite´ glissante, au prix d’une constante gigantesque,
qui sera plus tard absorbe´e par la convergence ultrarapide du sche´ma de Newton.
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Finalement, une partie de la regularite´ de f aura e´te´ convertie en de´croissance en
temps long.
Lorsque γ = 1, des estimations plus fines sont ne´cessaires. Pour pouvoir traiter
ce cas, nous e´tudions la re´ponse non line´aire mode par mode, c’est-a`-dire en esti-
mant ρ̂(t, k) pour tous les k, via un syste`me infini d’ine´galite´s. Cela permet de tirer
avantage du fait que les e´choes qui se produisent a` des fre´quences diffe´rentes sont
asymptotiquement plutoˆt bien se´pare´s. Par exemple en dimension 1, l’e´cho dominant
au temps t et a` la fre´quence k correspond a` τ = kt/(k + 1).
En pratique, les trajectoires rectilignes dans (19) doivent eˆtre remplace´es par les
caracte´ristiques (ceci traduit le fait que f exerce aussi une force sur f), ce qui est
source de difficulte´s techniques conside´rables. Parmi les moyens mis en oeuvre pour
les surmonter, mentionnons un deuxie`me me´canisme d’extorsion de re´gularite´, en
temps court et proche dans l’esprit des lemmes de moyenne ; en voici une version
simplifie´e :
(20) ‖σ(t, · )‖F˙λt+µ ≤
∫ t
0
∥∥F [f(τ, · )]∥∥
Fλ[τ−b(t−τ)]+µ,γ
∥∥∇f(τ, · )∥∥
Z
λ(1+b),(µ,0);1
τ−bt/(1+b)
dτ.
On voit dans (20) que la re´gularite´ de σ est meilleure que celle de F [f ], avec un gain
qui de´ge´ne`re en temps grand et lorsque τ → t. 
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